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INEGALITE DE BIENAYME- TCHEBITCHEFF

Si X est une variable aléatoire de variance Vx et de moyenne
E(X), alors
V,
P EX) - X [z a) < 3

On sait que cette inégalité est généralement sous-optimale. Par exemple
pour la loi normale centrée réduite,

> P(] E(X)— X |>2)=0,05 (et non 0,25)
> P(] E(X)— X |>3)=0,01(etnon 0,11)
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APPLICATION AUX SONDAGES

Si X est une variable aléatoire de variance Vx et de moyenne
m, alors la moyenne X, d’'un échantillon de n réalisations de X
est une V.A. de moyenne m et de variance Vx/n.

__ Vx
P(m=Xa|2a) < 55
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PRINCIPE DU SONDAGE STRATIFIE

Si la population se divise en plusieurs sous-population de
variances inférieures a la variance de la population, on peut
améliorer la précision du sondage en effectuant des sondages
a l'intérieur de chaque sous-population, de maniere
proportionnelle.
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DEMONSTRATION

Démonstration avec 2 sous-populations

> de proportions p; et po dans la population totale avec
pi+p2 =1,

» de moyennes my et mo (et donc pymy + pome = m)

» de variances V; et V.

» et deux échantillons de taille ny et n, avec ny = pyn et
No = pan.
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DEMONSTRATION

> X1.n estla moyenne de I'échantillon de la sous-population
1

> X , est la moyenne de I'échantillon de la sous-population
2

> X120 = pP1X1n+ p2Xan estla moyenne des deux
moyennes pondérées par leur importance

> Vy/ny estla variance de X1 ,
> V,/n, est la variance de X» ,

> (p1 2 Vi p3 V2> est la variance de X1 2,
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DEMONSTRATION

Il reste a montrer que
V. V. 174
<m1+£2>§
no n

Or p2 V1 = P V1 et p2 Vo _ pz%

2 no
Comme Vi<VetVo <V,

P1£<P1K
n
et
Vo %4
sz _Pzn

Dm%mﬁ+£$%ﬂm+m%—z
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EXEMPLE AVEC DEUX STRATES EQUILIBREES

Prenons par exemple la population frangaise simplifiée
» taille moyenne m = 171cm avec un écart-type o = 9,2
» 50% de femmes de taille moyenne mg = 164cm et
d’écart-type o = 6

» 50% d’hommes de taille moyenne my = 178cm et
d’écart-type oy = 6
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CALCULS THEORIQUES

Avec l'inégalité de BT regardons la probabilité d’étre a plus d'1
cm de m avec un échantillon de taille 1000

> sondage simple : ¥ = fé%f)
P(| m— X, |>1) <0.846

» sondage stratifié : (pfnl: +p§nlg> - % X % +% > %
P(|m—X,[>1)<0.72
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SIMULATIONS AVEC DEUX STRATES EQUILIBREES

filles<-rnorm(10e6, mean=164, sd=6)
gars<-rnorm(10e6, mean=178, sd=6 )
tous<-c(filles, gars)

filles et gars

600000 1400000

Freguency

0

T T 1
140 160 180 200

taille
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SIMULATIONS AVEC DEUX STRATES EQUILIBREES

ech_tous<-replicate (1000, mean (sample (tous, 100,
replace = T)))

var (ech_tous)

0.7932108

sum (abs (ech_tous—-mean (tous) ) >=1)

275 (846 au plus d’apres BT)
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SIMULATIONS AVEC DEUX STRATES EQUILIBREES

ech filles<-replicate (1000, mean (sample (filles,
50, replace = T)))
ech_gars<-replicate (1000, mean (sample (gars, 50,
replace = T)))

moyennes<- (ech_filles+ech_gars) /2

var (ech_filles)

0.7290293

var (ech_gars)

0.7274294

var (moyennes)

0.3621479

sum (abs (moyennes—-mean (tous) ) >=1)

93 (720 au plus d’apres BT)
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PERSPECTIVES

> si Vi et Vs sont petits devant V on gagne beaucoup de
précision

> alalimite si V4 et Vs sont nuls, n = 2 suffit (avec la
connaissance de pq et po)

» c’est l'intuition derriere la méthode des quotas : dans
chaque tranche identifiée les variances sont nulles (ou
faibles) : le vote est 100% dicté par les variables
socio-démo.
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SIMULATION DANS LE CADRE DU VOTE

Population

votants_a<-c (rep(0,900000), rep(l,100000))
votants_b<-c(rep(0,120000), rep(l,880000))
votants<-c (votants_a,votants_b)

mean (votants)

0.49

Echantillon pris dans toute la population
ech_tout<-replicate (1000, mean (sample (votants, 1000)))
sum (ech_tout>0.5)

236 soit 23,6% de mauvaise prédiction

Echantillons pris dans les deux sous-populations
ech_a<-replicate (1000, mean (sample (votants_a, 500)))
ech b<-replicate (1000, mean (sample (votants b, 500)))
resultat<-(ech._atech.b) /2

sum (resultat>0.5)

141 soit 14,1% de mauvaise prédiction
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